2. A SZILARDSAGTAN ES A RUGALMASSAGTAN ALAPJAI

A fejezet roviden Osszefoglalja a szilardsagtan és a rugalmassagtan alapvetd fogalmait, melyek a végeselem
modszer felépitéséhez és alkalmazasahoz nélkiilozhetetlenek. A szilardsagtan és a rugalmassagtan alapjainak
részletes feldolgozasat a [10] tankonyvben is megtalalhatja az érdekl6do.

2.1. Alapfogalmak

A mérndki / miiszaki mechanikéban a tovabbiakban testnek nevezziik a gépelemeket gépalkatrészeket, szerkeze-
ti elemeket.

Testmodell: olyan idealizalt tulajdonsagokkal rendelkezé test, amely a valosagos testnek a vizsgalat szempont-
jabdl leglényegesebb tulajdonsagait tiikrozi. A test lényegesnek tartott tulajdonsdgait megtartjuk, a
lényegtelennek itélt tulajdonsagokat elhanyagoljuk.

Szilardsagtan: a terhelés elott és utan is tartdos nyugalomban 1évo alakvaltozasra képes testek kinematikaja,

dinamikdja és anyagszerkezeti viselkedése.

Terhelés: az altalunk vizsgalt rendszerhez nem tartozd testektdl szarmazo ismert nagysagu hatdsok, amelyek

szilard halmazallapott testeknél altalaban feliileti érintkezéssel valosulnak meg.

Tartos nyugalom dinamikai feltétele: a testre hato erérendszer legyen egyensulyi.
Tartos nyugalom kinematikai feltétele: a test megtamasztasa ne engedjen meg merevtestszerii elmozduléso-
kat.

Egyensulyi erérendszer: az az erérendszer, amely zérus nyomatéki vektorteret hoz létre.
Az egyensuly leggyakrabban hasznalt feltétele:

F =0, M, =0,

ahol F az erSrendszer eredd erévektora és M , az erérendszer egy tetszéleges A pontra szamitott eredé nyo-
matékvektora. Az A pont a test (vagy tér) tetszéleges pontja.

Merev test: barmely két pontjanak tavolsaga allando. A test pontjainak tavolsaga terhelés hatasara sem valtozik
meg.

Szilard test: alakvaltozasra képes test. A test pontjainak tavolsdga terhelés hatdsdra megvaltozhat.

Alakvaltozads: a terhelés hatasara a test pontjai egymashoz képest elmozdulnak és ezért a test anyagi geometriai
alakzatai (hossz, szog, feliilet, térfogat) megvaltoznak.

Kinematika a szilardsagtanban: leirja a (terhelés hatasara) bekovetkez6 elmozdulasokat és alakvaltozasokat.

Dinamika a szilardsagtanban: leirja a terhelés hatasara a testben fellép6 belsé erérendszert.

Anyagszerkezeti viselkedés: megadja az alakvaltozas és a belsé erérendszer kozotti kapcsolatot.

Rugalmas alakvaltozas: a terhelés hatasara alakvaltozott test a terhelés megsziintetése (levétele) utan vissza-
nyeri eredeti alakjat.

Linearisan rugalmas alakvaltozas: az alakvaltozas €s a belsd erérendszer kdzott linedris fliggvénykapcsolat van.

Nem linedrisan rugalmas alakvaltozas: az alakvaltozas és a bels6 erdrendszer kozotti kapcsolat nem linearis.

Képlékeny alakvaltozas: a test a tehermentesités utdn nem nyeri vissza eredeti alakjat.

Kis elmozdulas:a test pontjainak elmozdulasa nagysagrendekkel kisebb a test jellemz6 méreteinél.
Kis alakvdltozas:  a test alakvaltozasat jellemz6é mennyiségek Iényegesen kisebbek mint egy. € <<1, y<<1.

Elemi kérnyezet, elemi tomeg: Minden test végtelen sok tomegpontbodl felépiild rendszernek is tekinthet6. A
tomegponthoz gy jutunk, hogy a testet gondolatban végtelen sok kis részre
bontjuk.
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Tomegpont: a szilardsagtanban egy olyan Kkis testrész, amelynek méretei a test méreteihez képest nagyon (elha-
nyagolhatdan) kicsik.
A szilardsagtanban a testet alkoté tomegpontokat elemi tomegeknek, vagy elemi kornyezeteknek nevezziik.
Az elemi kdrnyezetet elemi gombbel, vagy elemi kockaval szokas szemléltetni.
Az elemi kornyezet szilardsagtani allapotait az elemi kornyezet egy pontjdhoz (a ,.k6zéppontjahoz”) kotott
mennyiségekkel irjuk le.
Ponthoz kotott mennyiségek: - skalar (példaul tomegsiiriiség, alakvaltozasi energia),
- vektor (példaul elmozdulas, szogelfordulas),
- tenzor (példaul alakvaltozasi, fesziiltségi).
Elemi kornyezet szilardsagtani allapotai: - elmozdulasi,
- alakvaltozasi,
- fesziiltségi,
- energetikai.
A test szilardsagtani allapotai: az elemi kornyezetek szilardsagtani allapotainak Gsszessége.
A test szildrdsagtani allapotait mezokkel (terekkel) tudjuk leirni. A mez6k megadjak a vizsgalt mennyiség hely-
tdl valo fliggését.
Ezek a mezok lehetnek: - skalarmezok (pl. tomeg, hdmérséklet, energia, stb.),
- vektormezOk (elmozdulas, sebesség, erd, stb.),
- tenzormezok (fesziiltségek, alakvaltozasok, stb.).

2.2. Szilardsagtani allapotok
2.2.1. Elmozdulasi allapot

Az abran folytonos vonallal rajzolt test a terhelés hatasara a szaggatott vonallal jelolt helyzetbe keriil. Kozben a
test P pontja P’ helyre mozdul el.

A P pont elmozdulasi allapota:

Up =Up€, +Vp€ +WpE,.
A test elmozdulési allapota (a test valamennyi P pontjanak elmozdulasa):
U(r)=u(r)e +v(r)e, +w(r)e,.

Itt u (f) =u (X, Y, Z), V(f) = V(X, Y, Z) és W(F) = W(X, Y, Z) az elmozdulasmez6 skalaris koordinatai. A tovabbi-
akban feltételezziik, hogy az altalunk vizsgalt testek csak kis alakvaltozast szenvednek.

2.2.2. Alakvaltozasi allapot

Elemi triéder: a P pontban felvett, terhelés el6tt egymasra kolcsondsen merdleges €,,€, €,

egységvektor har-
mas.

Az elemi kérnyezet alakvaltozasa: a terhelés hatasara az elemi triéder végpontjainak a merevtestszeri forgason
kiviili mozgasa a P ponthoz képest.



PABC +— PA'B'C.

Merevtestszerl forgas:
A test P pontja rogzitett, nem mozdul el.
A test tobbi pontja a P pont koriil végez forgd mozgast.

A megvaltozott hosszak: PA" =1+¢,, A megviltozott szdgek: T Voo
o 2
PB"=1+¢g,, n
Py _sz’
2
PC* =1+g¢,. T
2 YXZ'

A szdgek értelmezesebdl kovetkezik, hogy vy, =V ¥y, =Yy Ve =Vx.

Alakvaltozasi jellemzok: - fajlagos nyulasok: ,,¢,,¢,,
- fajlagos szdgtorzulasok: v,,,vy,, vy
A fajlagos nyulasok mértékegysége 1 , a fajlagos szdgtorzulasokat radidnban mérjiik.
€>0 esetén az egységnyi hossz megnyulik,
€ <0 esetén az egységnyi hossz megrovidiil.

v >0 esetén az eredetileg g sz0g nagysaga csokken.

v <0 esetén az eredetileg g sz0g nagysaga novekszik.
Kis alakvdltozds: ha € #1072 =107°, y~10° -10"°.
Az alakvaltozasi tenzor

A P pont elemi kornyezetének alakvaltozasi allapotat az alakvaltozasi tenzor jellemzi egyértelmtien.
- Diadikus eldallitis: A=a., ©€, +0, °€, +a, °F,.

1 1
&y E'ny EYXZ
Matri 16allitas: | A |= L L
- Matrixos eloallitas: [X=]— Eyyx gy Eyyz .
yz
1 1
Esz EYzy g,
Az alakvaltozasi vektor koordinatai: G, = 6,8, 1+ L
z alakvaltozasi vektor koordinatai: « —sxex+5yyxey +§szez.
- 1 1
o, Eywex+syey+5yzyez,

Az alakvaltozasi tenzor matrixdnak elsé oszlopaban az o, alakvaltozési vektor, masodik oszlopaban az a.,

alakvaltozasi vektor és harmadik oszlopaban az o, alakvaltozasi vektor koordinatai allnak.

Az alakvaltozasi tenzor ismeretében meghatarozhatunk tetszdleges iranyokhoz tartozo alakvaltozasi jellemzo-
ket.



Legyen i és m két, egymasra merdleges egységvektor: |ﬁ| =|rﬁ|=1, n-m=0
Az N iranyhoz tartozo alakvaltozasi vektor: a, = AP -n,
Az i iranyhoz tartozo fajlagos nyulas: g,=N-a,=n- A -n,
1 1 - "

Az i és m iranyokhoz tartozé fajlagos szogtorzulas: Ey"m ZEym" =m-A -n=n-A -m.

mert A szimmetrikus

2.2.3. Fesziiltségi allapot

Fesziiltsegvektor: A test adott metszetfeliiletén (belsé feliiletén) megoszlo belsé erérendszer siirliségvektora
(intenzitasvektora).

Jeldlése: p=p(r,ni), ahol T apont helyvektora és N a metszetfeliilet pontbeli normalis egységvektora.
Ha P rogzitett pont, akkor p=p(n)=p, és P =Pn.
Az abran a fesziiltségvektor dsszetevoi és koordinatai lathatoak.

A jeldli az elemi feliilet normalis egységvektorat, m és | pedig
az elemi feliilet sikjaba es6 egységvektorok.

E harom vektor mindegyike egységnyi hosszu: |ﬁ| = |rﬁ| = m =1,

valamint egymasra merdlegesek n-m=m-l =n-1 =0.

A fesziiltsegvektor dsszetevdi (vektor mennyiségek):

6, =(n-p, )N, T, =p, —oc,A=(Nxp,)xn,

o

n
ahol &, a normalfesziiltség vektor, T, pedig a cstsztatofesziiltség vektor.

A fesziiltségvektor koordindatdi (skalar mennyiségek):

- normalfesziiltség koordinata: c,=n-p,=p, N,
- csusztato fesziiltség koordinatak:  t,, =m-p,=m-1,,
Tin =I- r)n = :En

Meértékegység: az ST* rendszerben N/m? (Newton2 per négyzetméter) = Pa (Pascal3)
a mérnoki gyakorlatban N/mm?=MPa , (megapaszkal).

A test egy adott pontjaban a p fesziiltségvektor az i linearis, homogén fiiggvénye:
p(n)=p,=F, 1.
A fesziiltsegi tenzor:

A P pont elemi kornyezetének fesziiltségi allapotat az EP fesziiltségi tenzor egyértelmiien jellemzi (megadja).

A fesziltségi tenzor diadikus el6allitasa: F =p, <€ +p, °€, +p, °€,.

Gy Txy Ty
A fesziiltségi tenzor matrixos eldallitasa: [E] =[Tw Oy Ty |-
Xyz
Tax sz G,

Az X,y,z normalisu sikon ébredd fesziiltségvektorok koordinatai:

! Systéme International d’Unités / Mennyiségek nemzetkozi redszere
2 |saac Newton (1642-1727) angol fizikus, matematikus, csillagasz és filozofus.
® Blaise Pascal (1623-1662) francia matematikus és fizikus.



Py =& +T,8, +1,E,,
Py =T € + 0,8 +T,6,,
P, = T8 +T,€ +0,E,

El6irt iranyokhoz tartozo fesziiltség-koordinatak kiszamitasahoz legyen m valamint i két, egymasra meréle-
ges egységvektor: |ﬁ| = |rﬁ| =1¢és n-m=0.

5”:£P n,
anﬁ'pnzﬁ'ip'ﬁ7
T =M-p,=m-F_-fi=n-F_-m

Fesziiltsegi fotengelyek, fofesziiltségek

Haegy € egységvektorra merdleges elemi feliileten T, =0 és ebbdl kovetkezben P =GC.€,
akkor - az € irany (tengely) fesziiltségi foirany (fétengely),

- o, fofesziiltség,

- az € - re mer6leges elemi feliilet sikja pedig fofesziiltségi sik.
Megjegyzés:
- Minden P pontban létezik legalabb harom féirany, melyek kolcsonosen merdlegesek egymasra.
- A o, fofesziiltség értéke lehet nulla is. Ekkor p, = 0.

s, 0 O
A fesziiltségi tenzor a fétengelyek koordinata-rendszerében: [EP ] =0 o, O
123 0 0 o

Megallapodas a féfesziiltségek sorszamozasara: ¢, >c, >c;.
Fétengely feladat = sajaterték feladat

A féiranyok és fofesziiltségek meghatarozasa matematikai szempontbdl egy sajatérték-feladat megoldasa.
Kérdés: Létezik-e olyan € vektor, amellyel az F fesziiltségi tenzort megszorozva az € vektorral parhuzamos
vektort kapunk eredményiil?

P, =G,E,
100
F-€=c,1-€, ahol [ﬂ: 0 1 O0]azegység- vagy idemtenzor.
0 01
(E-o.l)-€=0

Ez az egyenlet az € egységvektor koordinataira nézve homogén linearis algebrai egyenletrendszer.
A linearis, homogén algebrai egyenletrendszer skalaris alakban:

(o, —0,)e, + T8y + 1€, =0,
Ty +(c5y -, )ey +1,,6, =0,
T8 T8 + (GZ -G, )ez =0.

Valasz: 1étezik legalabb hdrom olyan irany, amely eleget tesz a féirdnyra az el6bbiekben megadott feltételeknek.
Az egyenletrendszer nem trivialis megoldasa akkor 1étezik, ha a

det|F —c,1[=0
egyenlet teljesiil, azaz
(o, —o) Ty Ty,
Tyx (Gy —Ge) T, |=0
Ty Ty (c,-0c.)



A determinanst kifejtve és az eredményt atrendezve kapjuk a karakterisztikus egyenletet:
3 2
c,-Fo,+FK,c,—F, =0.
Ez harmadfoku algebrai egyenlet o, - re nézve. Megoldasai a c,,6,,0, féfesziiltségek.

A karakterisztikus egyenlet egyiitthatoi:
F =o0,+0,+0,=0,+0,+0;,

(&) T (o) T (&) T
X X z
F“ _ Yy + X Xz + y y ’
T Gy T,y O, sz o,
Gy Txy Tx
I:III = yX Gy Tyz
Tax sz G,

F,F, ésF, afesziltségi tenzor skalar invariansai.

Invarians: értéke koordinata transzformacio soran nem valtozik meg, koordinata rendszert6l fliggetlen mennyi-
ség.

A karakterisztikus egyenletbdl kiszamitott c,,0,,0, fofesziiltségeket az egyenletrendszerbe visszahelyettesitve

kapjuk az € ,€,,€; féiranyokat.

2.2.4. Alakvaltozasi energia

- Fajlagos (egységnyi térfogatra vonatkozo) alakvaltozasi energia:

N 1. - L L . 1
u(r)ZE(px'afoPy'Oﬂy’Lpz'GZ)ZE(GXSXJFGySerGzSz+Tnyxy+szsz+Tszyz)-

- Test alakvaltozasi energiaja: U = J. udv . Itta V a test térfogata.
V)
Matematikai kitérd: tenzorok kétszeres skalaris szorzata:
Legyen ismertaz A=(d-b) és C=(c-d) tenzor.
Kétszeres skalaris szorzat: A--C =(ao b)--(C-d)
Az & -t szorzom skalarisan a € -vel és a b -t szorzom skalarisan a d -vel, majd az igy kapott két skalar szamot

szorzom Ossze egymassal.

- Az alakvaltozasi energia tenzorok kétszeres skalaris szorzataval:

1 1. - - . . It
u=E£--§=§(pxoe+pyoey+pzoez)--(axoex+ayoey+azoez):

1. - - - . . 1

zz(px Oy +py '(xy +p, ‘GZ)ZE(GXSX +Gy8y +0,8, +Txy7xy T Yx +Tyzsz)'

2.3. Rugalmassagtani egyenletek

Test szilardsagtani allapotanak jellemzoi:
- U=U(x,y,z) elmozdulasi vektormez$ (harom ismeretlen skalar mez8),

- A= A(X, Y, Z) alakvaltozasi tenzormez6 (hat ismeretlen skalar mez0),

-F= E(X, Y, Z) fesziiltségi tenzormez6 (hat ismeretlen skalar mez0),

u=u(x,y,z) fajlagos alakvaltozasi energia mez6 (egy ismeretlen skalar mezg).

A tovabbiakban azokat az altalanos 6sszefliggéseket irjuk fel, melyek kapcsolatot teremtenek az eldbb felsorolt
allapotjellemzok kozott linearisan rugalmas alakvaltozasok esetén. Ezek a rugalmassagtani egyenletek.

A rugalmassagtani feladat kitiizése:

Adott: - a test méretei és alakja,
- a test anyaganak viselkedésére jellemz6 mennyiségek,
- a test terhelése és megtamasztasa.
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Keresett: -az U=U(x,Y,z) elmozdulasi vektormezd,
-az éz é(x, Y, Z) alakvaltozasi tenzormezd,
-az F =F(x,y,2) fesziiltségi tenzormez® és
-az u=u (X, 2 Z) fajlagos alakvaltozasi energia (skalar) mezo.

2.3.1. Egyensulyi egyenletek

Ragadjunk ki a rugalmas test belsejébdl egy olyan V térfogatot, amely teljesen a test belsejében van.
AV kornyezetének mechanikai hatasait erokkel vessziik figyelembe:

-a V elemi térfogatara hato erd: dF =ddV , ahol § a térfogaton megoszlé erérendszer sirtiségvektora.
-a V elemi feliiletére hato erd: dF = pdA = F-ndA, ahol p=F -fi a feliileten megosz16 ER stirtisége.
dA
AV testrész egyensulyban van: F =0= '[ qdv + | F-ndA
V) (A)
A Gauss® (gausz)-Osztrogradszkij®-féle integral-atalakitasi tétel szerint:
[ E-fida= [ E-vav,
(A) V)

ahol V a Hamilton®féle differencial operator. A tétel nemcsak - skaldris szorzas, hanem x vektorialis és o
diadikus szorzas esetén is érvényes.

Ezt felhasznalva: 0= j Gav + j F-VaV.
v) v)
Atrendezve: j (d +£-V)dV =0.
V)

Az integral barmely V térfogat valasztasa esetén nulla, ez pedig csak akkor lehetséges, ha az integrandusz nul-
la.

F-V+q4= 0.
Ezt az 6sszefliggést (vektoregyenletet) nevezziik egyensulyi egyenletnek.
Az egyensulyi egyenletek skalaris alakja DDKR-ben:

9

OX
Gy Xy Ty d dy 0
Ty Oy yZ5+qy=0.
Tax sz G, qa, 0

0

oz

* Carl Friedrich Gauss (1777-1855) német matematikus.
® Mihail Vasziljevics Osztrogradszkij (1801-1862) orosz matematikus.
® William Rowan Hamilton (1805-1865) ir fizikus és matematikus.
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Elvégezve a szorzasokat az egyensulyi egyenletek skalaris alakja descartesi’ KR-ben:
oo, Ot w O
+

X + XZ + qx — O,
ox oy oz
0Ty . oo, . oty +q,=0
oXx oy oz
0
Oty , Ty | 00, +q, =0.
ox oy oz

Az egyensulyi egyenletek a térfogati terhelés és a fesziiltségi allapot kozotti sszefliggést adjak meg.
2.3.2. Kinematikai egyenletek

Ez a pont a kinematikai egyenletek kis alakvaltozasok esetén érvényes alakjat vezeti le.

A kinematikai egyenletek (geometriai egyenletek,
kompatibilitdsi  egyenletek) adjdk meg az
elmozdulasmez6 ¢és alakvaltozasi mezé kozotti 0000 S pemTeeeeeeePeeeiee---
kapcsolatot.

Az alakvaltozasi mez6 koordinatai nem fiiggetle-
nek egymastol: az elmozdulasmezd koordinataibol
szarmaztathatok megadott szabalyok szerint. p

UQ=U

Vizsgaljuk meg az abran P -vel jelolt pont elemi kdrnyeztében 1évé Q pont elmozdulasat:
dr =dxe, +dy€, +dz€,,
U=U(XY,2)=u(X,Y,2)€ +V(X,Y,2)€, +W(X,Y,2)E,.
Az elmozdulasmezo hely szerinti megvaltozasa:
AU =Ug —Up =U —Up.
Fejezziik ki az el6z6 egyenletbdl i -t, majd a jobb oldalt fejtsiik Taylor® -sorba:
u=up +a_u dx+a—u dy+g—lj

X o oy ZF’dz+ (R )

—_—
magasabb rend tagok

P

Az elmozdulasmez0 hely szerinti megvaltozasa linearis kozelités esetén:

AszU:a—u dx +8_u dy +6_u dz .
Xleg .dr aypé'y.df PE .dF
A jobb oldalon all6 tagokbol kiemelve 1 -t:
du = 8_uoéx +a—uo§ + 6_uoéz -dr=D-dr,
OX oy 7 oz =

D —azelmozduldsmezd derivalt tenzora

Az elmozdulasmez6 derivalt tenzora:

A derivalt tenzor felbontasa szimmetrikus és ferde szimmetrikus részre:

D-7(D+D)+5(D-D")-A+ ¥

’ René Descartes / Renatus Cartesius (1596-1650) francia filozéfus, matematikus és természettudos.
® Brook Taylor (1685-1731) angol matematikus.

13



A szimmetrikus rész a A az alakvaltozasi tenzor, mely az elemi kdrnyezet alakvaltozasara jellemzd. A ferde

szimmetrikus rész a ¥ forgato tenzor, amely az elemi kornyezet merevtestszerii szogelfordulasat jellemzi.

Az alakvaltozasi tenzor eldallitasara szolgalod

éz%(2+2T)=%(UoV+VoU)

Osszefiiggést kinematikai (vagy geometriai) egyenletnek nevezziik. A kinematikai egyenlet ebben a formajaban

csak kis alakvaltozasok esetén érvényes.

A kinematikai tenzoregyenletnek megfeleld skalar egyenletek:

Sx:a_u' Ty =¥y =
OX
e :@’ y :’Y =
y ay yz zy
822%’ Yo =V =
oz

o
oy
ov
oz
ou
oz

)

N

0

5)
+— |

oy

>
—+— |
OX

A kinematikai egyenletek az elmozdulasmez6 és az alakvaltozasi mezd koordinatai kdzott teremtenek kapcsola-

tot.

2.3.3. Anyagegyenletek - altalanos Hooke-torvény
a) Altalanos Hooke-torvény izotrép anyagokra

Izotrop: az anyagi viselkedés iranytol fiiggetlen.

Izotrép anyagokra az altalanos Hooke? (huk) torvény két lehetséges alakj a:

1
2G

A=_——

F——F Ej
1+v '=

ol E

F= ZG(

f)

A fenti egyenletekben a G cstisztato rugalmassagi modulus és a v POISson *-tényez6 anyagjellemzék, E az

egységtenzor, F, a fesziiltségi tenzor elso skaldr invariansa, A, pedig az alakvaltozasi tenzor els6 skaléar inva-

riansa: F, =GX+Gy+GZ, A =g, t+e, te,.

Az F= ZG[ ) tenzoregyenlet az aldbbi skalar egyenleteket tartalmazza:
o, =2G _ax + 1—V2v (SX +€ +ez)},
c,=2G|g, + v (8 +8y+82):|,
| 1-2v
c,=2G| ¢, +L(8X +e, +82):|,
—2v
Ty = nyyy Ty, = nyz, T, =Gy,
Az A= i( F-—F Ej tenzoregyenlet az alabbi skalar egyenleteket tartalmazza:
= 2G 1+v =
b= Y (o, +o, +o )}
2G| v Yoo
&,=t]0, - (o, +0,+0 )},
Yool Y 1evy Y
& =r] o, -V (o, +0, +o )},
2G| 1+v v

° Robert Hooke (1635-1703) angol természettudds.

1% Siméon Denis Poisson (1781-1840) francia matematikus és fizikus.
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TXY _ T)’Z _ Txe

ny:E! Yye = G J Y = G :

A 2G= E Osszefliggés felhasznalasaval az eldbbi egyenletrendszer elsé hdrom egyenlete atrendezhetd:

1 v Y % 1 v 1%
SX—E GX—E(GX'FG),'FGZ) —? GX—E(GX'FGy'FGZ) —EGX-EGy-EGZ.
Hasonl6 gondolatmenettel: ¢, = —écx + écy —EGZ,

v v
SZZ—EGX—EGy+EGZ.

Itt E a Young*'-féle modulus (anyagjellemz®).

Ezt felhaszndlva az izot6p anyagra vonatkozd Hooke-térvény matrix alakban is felirhato:

1Yy Y9 0 o0
E E E
o % 1 v o
sl |7 8 00 e
S I A R
&, | | E E E o,
wllo o o L o of™
Tye G Ty,
[ Vxz | 0 0 0 O 1 0 [LTx
G
o 0o 0 0 o0 X
L G
vagy tomoren £=Sc=C'g, o=Ceg,

ahol ¢ az alakvaltozasi jellemzok oszlopmatrixa (0szlopvektora),

a fesziiltségek oszlopmatrixa (oszlopvektora),

I 11a

=C ~az anyagjellemzok matrixa.

b) Altaldnos Hooke torvény ortotrép anyagokra

Ortotropia: az anizotropia (iranytol fiiggé anyagi viselkedés) olyan specialis esete, amikor az anyag visel-
kedése egymasra merdleges iranyokban vett anyagjellemzdékkel leirhato.

Ez az eset a miiszaki gyakorlatban sokszor eléfordul, példaul egyes szalerdsitett miilanyagok (kompozit anya-
gok) esetén.
A kompozitok tobbféle, eltéré tulajdonsagii anyagbol
Osszetett, Gsszeépitett anyagok. A kompozitok egy spe-
cidlis fajtija a szalerdsitett mianyag. A szalerdsitett
mianyagok altalaban jobb mechanikai tulajdonsagokkal
rendelkeznek, mint alkotorészeik.
Elényiik, hogy 1ényegesen kisebb onsuly esetén érhetd
el veliik ugyanaz a szilardsag és merevség, mint a ha-
gyomanyos (pl. acél) szerkezeti anyagoknal.
Az abran egyiranyban futo szalakkal erdsitett anyag lathato. A szalak anyaga lehet pl. grafit, aramid (kevlar),
vagy liveg, mig a matrix (az agyaz6 anyag) polimer, keramia, fém stb.
Valosag: a szalak és a matrix anyaga eltérd tulajdonsagu, ezért az anyag nem homogén.

Kompozit makroszkopikus mechanikai modellje: homogén, anizotrép anyag.

szalak

! Thomas Young (1773-1829) angol orvos, fizikus és polihisztor.
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Az anyag az 1,2,3 iranyban kiilonb6z6 tulajdonsagokat mutat. Az 1,2,3 az anyag természetes (szaliranyhoz
illeszkedd) koordinatarendszere.
Az altalanos Hooke torvény ortotrop anyagra:

i _Ya  _Va 0 0 0 |
E E, E,

e L Yye oy g o |
g E, E, E, o
&2 _Viz _ Vs i 0 0 0 02
g | | B E, E, O3
YlZ 0 0 0 i 0 0 T12
Vo3 Gy T3
Y13 0 0 0 0 i 0 113

Gy
0 0 0 0 0 i
L Gy
vagy tomoren §:§c_5:g_1 , o=Ce.

a

E,,E,,E; az 1,2,3 iranyhoz tartozé rugalmassagi modulusok, G,,G,;,G,; a cstsztaté rugalmassagi modulu-
SOK, Vy5,V,g, ... @ Poisson tényezdk. Pl.: v,, az 1 irdnyu htizashoz tartozo 2 irdnyd nyulast adja meg.

Mivel az U alakvaltozasi energia mindig pozitiv mennyiség, ezért az anyagallandok S = 9_1 matrixa szim-

metrikus.
Ezért: Vo _ V12 Vap _ Va3 Vis _ Va1
E, K E; B E, E
A linearisan rugalmas ortotrop anyag 9 figgetlen anyagallandoval  jellemezheto:

Ei By B3G5, Go3,Gi30 Vi1 Vs Vis
Kérdés: hogyan irhat6 fel az ortotrop anyagra vonatkozo Hooke térvény az X,y,z KR-ben?
3

oo

X y 2

Erre azért van sziikség, mert sok esetben nem az anyag természetes koordinatarendszerében dolgozunk.
A fesziiltségeket és az alakvaltozasi jellemzoéket transzformalnunk kell a megfelel6 KR-be. Itt azonban nem a
szokasos koordinata transzformaciorol van szo!

crer

Pl.: a o, fesziiltségkoordinata kiszamitasa az X,y,z KR-ben vett mennyiségekkel:
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Az irany egységvektor az X,y,z koordinata-rendszerben:
n=n., +ne€ +n,e, =CoSag, +CoSPE, +COSYE,.

I =1=\/cos2 o +C0s” B +cos® y.

G, =M-F-N=n-p,

>

Oy Ty Tx || M o N+ TNy + 1,0,
[pn] =[£-n] =Ty Oy Ty || Ny |=] TNk +O,N, +7T,0N, |
T o, ||n TNy + TN, +0,N,

x Ty z z

o= 2 2 2
G, =P, =0, +T,N N +T, NN +T NN, +G N +T, NN +7T,N,0N .

X' 'z X xy'x'ly zy''ztly xz' 'x z"_":yznynz""czn

Az azonos szamu vonallal alahuzott tagokat 0sszevonva:
G, =GN +0,N; +G,N% +2(T, NN, +T,0N, +T,n,0,).

A tobbi fesziiltségkoordinatara ugyanez a gondolatmenet érvényes.

2.3.4. Peremfeltételek

Az el6zbekben felirt tizendt egyenletbdl allé differencial-, illetve algebrai egyenletrendszer egyértelmti megol-
dasahoz sziikségiink van a peremfeltételek megadasara is.

Kinematikai peremfeltételek: eléirt (ismert) elmozdulas
u=u, (az A, felileten).

Dinamikai peremfeltételek: el6irt (ismert) feliileti terhelés
F-n=p, (az A, feliileten).

Az eddigieket dsszefoglalva a rugalmassagtan egyenletrendszere és peremfeltételei:

-FE-V+g =0 egyensulyi egyenlet (3 db skalar egyenlet),

- A= %(G oV +VoU) kinematikai egyenlet (6 db skalar egyenlet),
- A= 1 F- v F, E | anyagegyenlet (6 db skalar egyenlet),

= 2G\= 1l+v =
- U| A U, kinematikai peremfeltétel (3 db skalar egyenlet),
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= P, dinamikai peremfeltétel (3 db skalar egyenlet).

p

-(E-n),

Bizonyithato, hogy a rugalmassagtan egyenletrendszerének adott peremfeltételek mellett egy és csak egy meg-
oldésa létezik (egzisztencia és unicitas).

Egzakt megoldas: ha a keresett mezOk a rugalmassagtan egyenletrendszerének minden egyenletét kielégitik.

Kozelité megoldas: amikor a Keresett mez6k nem elégitik ki a rugalmassagtan egyenletrendszerének minden
egyenletét.
A keresett mez6k: =U(x,y,z) elmozdulasi vektormez®,

-4
- A

A(x,Y,z) alakvaltozasi tenzormez8,

- F= E(X, Y, Z) fesziiltségi tenzormezo.
A fenti egyenletrendszer egzakt megoldasanak eldallitasa a mérnoki problémak tilnyomo tobbségénél nem le-
hetséges. Ezért a mérnoki feladatoknal leggyakrabban kozelitd megoldasok eldallitasaval is megelégsziink.
2.3.5. Kompatibilitasi egyenletek
A Saint-Venant (sanvenan)-féle kompatibilitasi egyenlet:
Szorozzuk be a

é:%(UoV+VoG)

alakban felirt kompatibilitasi egyenlet mindkét oldalat jobbrdl és balrdl vektorialisan V -val. Ekkor kapjuk a
Saint-Venant'>-féle kompatibilitasi egyenletet:

VxAxV=0.
A Saint-Venant-féle kompatibilitasi feltétel egyenletei DDKR-ben:

ézyxy 0%, N 628y
xoy oyt o
2 2
0y, 28 €, +8282
oyor ozt oy
oy, _ %, 0o%,
azox  ox® et
2 828x — E aYXY + aYZX _ aYVZ
oyoz oOx\ oz oy OX
2628}’ zﬁ aY)’Z + aYXy _ asz
ozox oyl ox oz oy )
2 a282 zﬁ asz + GYVZ _ aYXY )
oxoy oz\ oy X 0z

12 Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886) francia fizikus.
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